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Hrnecdku, var
aneb

Separace proménnych v ¢eské pohadce

Jifi Necéas

Pocdtkem devadesdtych let minulého stoleti jsem se sesSel s
pritelem teologem, ktery vyucoval na jedné technické vysoké sSkole
spolecenské nauky. Pri promysleni ndplné pro tento predmét mél
zajimavy ndpad: pouzit jako vychozi materidl pohddky.

Zdkladni kurs matematiky se ndm na VSE zredukoval na jeden
semestr. Jak jej co nejefektivnéji vyuzit? To je témér
nezodpovéditelnd otdzka. Patri do ného aspon néjakd informace o
diferencidlnich rovnicich? Pro mne jako teoretika vyucovdni
matematice se nabizi jedind odpoved - do jednosemestrdlniho kursu se
prosté nevejde. Clovék musi jednotlivé pojmy zaZit, pozndni
potrebuje "zrdt". Na druhé strané si uvédomuji, Ze v mém osobnim
vyvoji mélo vyznamnou roli sezndmeni s Forresterovou systémovou
dynamikou. MoZnost pomoci diferencidlnich! rovnic modelovat nejen
fyzikdlni, nybrz - byt priblizné - i spoledenské procesy je uzasnd.
Ekonom musi mit aspon néjakou informaci, néjaké ponéti o
diferencidlnich rovnicich! Jak vsak je jednoduSe a efektivné
priblizit?

Pouzit k tomu pohddku je pokusem najit odpovéd.

Jiri Necas

Karel Jaromir Erben: Hrnecku, var!

V jedné vsi byla chuda vdova a méla dceru. Zustavaly v staré chalupé s doskovou roztrhanou stfechou a mély na
pudé nékolik slepic. Stara chodila v zimé do lesa na dfivi, v 1été na jahody a na podzim na pole sbirat a mlada nosila do mésta
vejce na prodej, co jim slepice snesly. Tak se spolu Zivily.

Jednou v |été stara se trochu roznemohla a mlada musela sama do lesa na jahody, aby mély co jist; vafily si z nich
kasi. Vzala hrnec a kus ¢erného chleba a Sla. Kdyz méla hrnec plny jahod, pfisla v lese k jedné studance; tu si k té studance
sedla, vyndala si ze zastéry chléb a zaCala obédvat. Bylo pravé poledne.

Najednou se tu odkud odtud vzala néjaka stara Zena, vypadala jako Zebracka, a v ruce drzela hrnecek. "Ach ma zlata
panenko," povida ta Zebracka, "to bych jedla! Od v¢erejSka od rana neméla jsem ani kouska chleba v Ustech. Nedala bys mi
kousek toho chleba?"

"l procpak ne," fekla ta holka, "chcete-li, tfeba cely; vSak ja domu dojdu. Jen nebude-li vam tuze tvrdy?" A dala ji cely
svUj obéd.

"Zaplat panbuh, ma zlatd panenko, zaplat panbuh! - Ale kdyz jsi, panenko, tak hodnda, musim ti taky néco dat. Tuhle ti
dam ten hrneéek. KdyZ ho doma postavis na stiil a fekne$: "Hrne&ku, vai!"? navafi ti tolik kase, co budes$ chtit. A kdyZ bude$
myslit, Ze uz mas kase dost, fekni: "Hrnecku, dost!"® a hned pfestane vafit. Jen nezapomeri, co mas fict." - Tu ji ten hregek
podala a najednou ztratila se zas, holka ani nevédéla kam.

Kdyz pfisla dom(, povida matce, co se ji v lese pfihodilo, a hned postavila hrne¢ek na stll a fekla: "Hrne¢ku, var!"
Chtéla zvédét, jestli ji ta Zebracka neobelhala. Ale hned se zacala v hrnecku ode dna kaSe vaiit, a porad ji bylo vic a vic, a co by
deset napocital, byl uz hrnecek plny. "Hrnecku, dost!" a hrnecek prestal vafrit.

Forresterova systémova dynamika pfevadi diferencidlni rovnice na diferencni, aby
se zjednodu$ilo modelovani na poc¢itacich z prelomu Sedesdtych a sedmdesdtych let

minulého stoleti.

2 "Hrne&ku vaf" znamenad nastartovani procesu

3 “ . ‘. ‘o x .
"Hrnecku dost" znamena ukoncéeni procesu vnéjsim zasahem
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Hned si obé sedly a s chuti se jedly; kaSe jako mandle. Kdyz se najedly, vzala mlada do koSi¢ka nékolik vajec a nesla
je do mésta. Ale musela tam s nimi dlouho na trhu sedét, davali ji za né malo, az teprv v samy vecer je prodala.

Stara doma nemohla se ji dockat, uz se ji taky chtélo jist, a méla zas na kasi chut. Vzala tedy hrnecek, postavila ho
na stll a sama fekla: "Hrecku , vaf!" Tu se v hrnecku zacala hned kaSe vafit, a sotva se stara otocila, byl uz piny.

"Musim si taky pro misku a pro Izici dojit," povida si stara a jde pro to do komory. Ale kdyz se vratila, zistala leknutim
jako omracena: kase valila se plnym hrdlem z hrnecku na stul, ze stolu na lavici a za lavice na zem. Stara zapomnéla, co ma
fict, aby hrnecek prestal vafit. PfiskoCila a pfikryla hrne€ek miskou; myslila, Ze tim kasi zastavi. Ale miska spadla na zem a
roztloukla se, a kaSe hrnula se neustale dolu jako povoden. Uz ji bylo v sednici tolik, Ze stara odtud musela do siné utéct; tu
lomila rukama a bédovala: "Ach ta nestastna holka, co to pfinesla; ja jsem si hned pomyslila, Ze to nebude nic dobrého!"

Za chvilku tekla uz kase ze sednicky pfes prah do siné; ¢im ji bylo vic, tim ji vic pfibyvalo. Stara uz nevédéla kudy
kam, i vylezla v té Uzkosti na padu a pofad bédovala, co to ta nestastna holka domu pfinesla. Zatim bylo kase pofad vic a vic, a
netrvalo dlouho, valila se uz jako mra¢na dvefmi i oknem na naves, na silnici, a kdo vi, jaky by to bylo vzalo konec, kdyby se
byla pravé nastésti mlada nevratila a nekfikla: "Hrnecku, dost!"

Ale na navsi byl uz takovy kopec kase, zZe sedlaci, kdyz tudy vecer jeli z roboty domd, nikterak nemohli projet a museli
se skrze kasi na druhou stranu prokousat.

Pohé&dka z pochopitelnych davodt celkem opomiji vlastni proces
vareni, specialné to, jak kase ptribyvalo ("a co by deset napocital,
byl uZ hrnecek plny " Jje integralni tdaj, o vlastnim prubéhu procesu
neptrindsejici Zz&dnou informaci). Oznacme y mnoZstvi uvarené kaSe
(kterd, jak ukazuje druhy priklad pouziti, nemusi byt vSechna
lokalizovana v hrnecku), to zavisi na &ase t, y = y(t). Cas zacneme
mérit p¥i nastartovéani procesu prikazem "Hrnecku, wvatr"; cas pri
ukonceni procesu ptrikazem "Hrnecku, dost" oznalme T. ProtoZe béhem
procesu kasSe pribyva, pro derivaci y' plati

y'(t) 20,
pricemz rovnost miZe nastat jen v izolovanych bodech. Pokusme se
nyni pohadku doplnit o pravidlo, jimZ by se pfibyvani kasSe v
intervalu <0, T> ridilo. Udéléme to hned nékolika zpusoby; maZeme
uvazovat, ze kaZdy z nich mlzZe probihat v jiném typu kouzelného

hrnec¢ku. Symbol k bude ve vSech pripadech oznac¢ovat kladnou
konstantu.

a) Hrnecek Standard, kase pribyva linedrné, tedy

y' =k

b) Hrnecek Klasik, kasSe pribyva v souladu s klasickym modelem
ristu, ¢im vice kaSe, tim rychleji pribyva:

y' = ky.

c) Hrnecek Infraklasik, jakysi kompromis mezi pfedchozima
dvéma, tedy mezi linedrnim a exponencidlnim rlstem:

y' = -ky;/

kde r lezi mezi 0 a 1. Abychom se neutdpéli v prilisné obecnosti,
zvolme r = 1/3, tedy

1/3

y' = ky
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d) Hrnedek Ultraklasik mé& v sobé zabudovédno uGslovi "S jidlem
roste chut", ¢im vice je kaSe, tim rychleji se mnozi (dost pfripominé
snéni nékterych liberdlnich ekonomd o rlstu HDP) :

y' = -kygl

kde r > 1. I tady pro jednoduchost zvolime urc¢itou hodnotu, a to r =
2, tedy

v' = kv’

e) Hrnecek Retard mé v sobé zabudované urcité brzdicili zarizeni,
takZe prirtstek kase je neprimo Umérny mnoZstvi kase jiZz uvarené:

y' = k/y.

f) Kone&né hrnedek Logist také rlst kase zpomaluje. Pri malych
mnozstvich funguje témé¥ jako klasik, avSak pak se zacne projevovat,
ze 1 pohadkovy svét mlZe byt konecny, takZe se zde uplatni c¢initel
vyjadfujici "velikost prosttedi" ¢&i "velikost systémového okoli";
bez kase by jeho hodnota byla b, mnoZstvi uvatené kase je treba od
ného odecist, tedy

y' = ky(b - y).

Jak jiZz jsme zminili, k vyjadfuje kladnou konstantu. Ta Jje
charakteristikou ptislusného kouzelného hrnecku. V poslednim ptripadé
se setkivame JjesSté s dalsi, mlZeme tici vnéjsi konstantou b, kteréd
se tyvka vlastnosti svéta, v némZz kouzelny proces probiha.

Chovani vSech typu hrnec¢ku od nastartovani do ukonceni procesu
mame popséana diferencidlni rovnici prvniho tadu, fres$itelnou metodou
separace proménnych. V jednotlivych pripadech dostaneme obecnéa
feSeni:

I
e
-+
+
2

a) Vst

b) y« = Ce*%;

c) v = (kit + C)%?, kde k, = 2k/3;

d) yuw = (C - kt)7%;

e) vre = (kst + C)Y?, kde k; = 2k;

£) yio = bCe*t / (1 + ce’t)y = bCc / (C + e7*).
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Podivejme se nyni, jaky prubéh mad pribyvani kase v jednotlivych
pripadech. Budeme se p¥i tom snazit konstantu C vyjadfrit pomoci
pocatecnich podminek.

Zadkladnimu lic¢eni pohddky odpovidéd ptredstava, Ze na zacatku
procesu, tedy pro t = 0, je y = 0. Tuto podminku pouzijeme pro
pripady a, ¢, a e; v pripadech b, d a f v$ak by znamenala, Ze
mnozstvi kase by zlGstédvalo nulové, coz by bylo v rozporu se zamérem
pohéddky, a tak ndm nezbyva, neZ podminku ponékud pozménit (ptripad d
by potfeboval ponékud podrobnéjsi rozbor, kterym by se vSak naSe
zamySleni stavalo méné ¢tivym, srov. pozn. 4).

V pfripadech, kdy pro t = 0 je y = 0, dostavame:

a) vst = kt (Standard)

c) ym = k,t¥?, kde k,= k;°/? (Infraklasik)

e) yre = ks t*?, kde k, = k3*’?  (Retard)

Ve vSech téchto ttech ptripadech je mnozstvi kaSe y vyjadreno
rostouci funkci ¢asu t, majici v nekonec¢nu limitu nekonec¢no, pricemz
mezi nimi nejrychlejs$i rlst probihd v Infraklasiku, pomalejsi ve
Standardu a nejpomalejsi v Retardu.

Ma-1i hrnecek fungovat i ve zbyvajicich p¥ipadech, musime zde
pfedpokladat, Ze pri nastartovani procesu v Case t = 0 zde jakési
"zarodec¢né mnozstvi" h kase je (h > 0), at uz je zajisti samo
kouzlo, ¢i ttreba -zcela prozaicky - nedokonalé umyti po pfedchozim
pouziti.

Redeni pak maji tvar:

b) yxi = he* (Klasik)

d) vk = (bt - kt)™" = h/(1 - hkt) (Ultraklasik)*®

f) V1o = bh / (h + (b - h) e*) (Logist)

V pripadé Klasiku (b) se setkavame s exponencidlnim rlGstem, Jjde
o rust jesté rychlejsi nez v pripadé Infraklasiku, opét vsak o ném
plati, Ze v nekonec¢nu ma limitu nekonecno.

* Posledni vyjadfeni ma smysl i pro h = 0, v tomto pfipadé jde o funkci

identicky rovnou nule.
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Vénujme nyni pozornost hrnecku Logist. y je spojitou rostouci

funkci argumentu t na celém intervalu <0, +*°) (formadlné dokonce na
celém R, jenzZe zaporné hodnoty argumentu t nemaji pro nas smysl),
kterd v nekonecnu mé& konec¢nou limitu rovnou b. Jde zde o tzv.
logistickou ristovou funkci, kterd je nejjednodusSsSim matematickym
modelem rtstu, kdy pavodné zdadnlivé exponencidlni rlst zacne byt
brzdén tim, Ze pro rostouci velic¢inu zacéne "byt tésno", prestozZe

limitni hodnota této rostouci funkce je v +* konecna.

Jesté zajimavéjsi je rust v pripadé Ultraklasiku. Z popisu
hrnec¢ku je patrno, Ze by zde mélo jit o rast rychlejsi neZ
exponencidlni. Co to vs$ak zde znamend? Rozdil (1/h - kt) musi byt
kladny, tedy t < 1/(hk) = Tpyx, Jjinymi slovy, pro naSe zadani musi t
lezet v intervalu <0, Tu.), pricemZ na jeho pravém kraji, tedy uz v
kone¢ném case, roste yux1i k nekonecnu, coZ znamend, Ze ke kolapsu v
pfipadé nezastaveni procesu prikazem "hrnecku, dost" musi dojit uz
"v dohlednu", tj. v nékterém cCase t < Tpax-

Pohadkovy hrnecek je jisté dobrd a uziteé¢nd véc, ale musi se s
nim umét zachédzet. Ktery typ je nejlep3i? To at si ctendt¥ odpovi séam
podle svého vkusu. VSechny pottebuji umét pouzit pfikaz "Hrnecku,
dost". Moralni dotaZeni se nabizi’, my vSak ztstafime v prostoru
vymezeném pohaddkou a matematikou.

Kromé Ultraklasiku a Logistu u v3ech popisovanych hrneckt
plati, Ze (pfi nepouziti ukoncovaciho pfikazu "Hrnecku, dost") pro t
-> 4% roste k +° 1 hodnota funkce y. Vznikd zde prostor k
porovnavani rychlosti rtstu, tj. k hledadni limity podilu funkci pro

t => 4% ., V pohéddkovém svété by t¥eba nemusela existovat mez pro
mnozstvi kase, v redlném svété vsak takovad mez existuje, a 1 ona ves
z nasi pohadky ma& konec¢né rozméry, a tedy zrejmé i konecné kaSe-
absorpéni schopnosti. V realité neomezeny rust neni mozny. Kde je
jeho hranice, to z&leZi na mozZnostech svéta i1 na konstanté k. Jaké
ony skuteé¢né mozZnosti svéta jsou, nejsme zpravidla s to ¥ici, a
Casto se v zadkonitostech vyjad¥enych diferencidlnimi rovnicemi
setkavame s konstantami, jeZ Jjsme s to jen velmi p¥iblizné
odhadnout. Pfesto pro rozhodovdni mohou byt velmi cenné i jen
kvalitativni vysledky, tedy informace o tom, jak vypadd prubéh
funkce, kterd je vysledkem diferencid&lni rovnice. Zajimé& néas
predevsim, kde je pravy konec jejiho definic¢niho oboru (zda ve
vlastnim bodeé ¢i v nekonecnu) a jaké je jeji chovani v jeho okoli,
tedy zda roste nade vSechny, osciluje, blizi se k néjaké konkrétni
hodnoté apod.

Logist neptripousti neomezeny rust, obor hodnot funkce yi, je
shora omezen konstantou b. AvSak i zde muZeme predpokladat, Ze
dlouho ptred ptribliZenim se této limitni hodnoté zacne byt v
prostfedi zamotreném kasi hodné tésno, a tedy je dobré ani v tomto
pripadé na ukoncovaci prikaz "Hrnecku, dost" nezapomenout.

Pro Ultraklasik definidni obor kond&i® v bod& T,. Zde mame

zaruceno, Ze p¥i ignorovani prostredku k zastaveni procesu dojde ke
kolapsu jesté v konecdném Case.

® Podobnost s rustem HDP neni &ist& ndhodna.
® Formalné& je maximalnim p¥ipustnym definidnim oborem funkce y, mnoZina ® -

{To}, tvorend dvéma disjunktnimi otevfenymi intervaly (-, Ty), (To, —H”),
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7 pohadkového svéta pohéadek jsme presli do jesté pohadkovéijsiho
svéta matematiky. Vzadjemné propojovani svétda, v nichZ se pohybujeme,
miZe pomoci prozivat hlubinu na$eho byti, prekracujici meze
materidlniho svéta. A jednim moZnym krtackem v tomto sméru je oteviit
diferencidlnim rovnicim dvere, aby nezustaly uvéznény v "mundu
symboliku"’, nybrz aby se dotykaly na$eho lidského uvaZovani o

okolnim svété, a ttreba i o vécech jej prekracujicich.
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Psdno pro "Mundus Symbolicus"

feSeni diferencidlni rovnice s danou pocdtecni podminkou musi byt
podmnozinou toho intervalu, jehoZ se pocateé¢ni podminka tykéd, v nasem
pripadé intervalu (-%°, Ty), nebot v ném lezi 0. I zminény pozadavek, aby
platila nerovnost y' 2 0, se tykd jen tohoto intervalu.

7 Ve svété& symbolu
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